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Abstract. The F-blowup is an analog of the higher Nash blowup and de¯ned as
a subscheme of the Hilbert scheme of points. It is characterized as the universal
°attening of Frobenius morphism. Relating it with the G-Hilbert scheme, we
obtain non-trivial results. In the toric case, we have an explicit description of the
F-blowup. In some cases, an F-blowup is a nice resolution and the sequence of
F-bloupws stabilizes or is bounded.
1. 高次ナッシュ爆発
まず最初に高次ナッシュ爆発について簡単に説明する．標数０の代数閉体上の
（特異点を許す）代数多様体X を考える．点 x 2 X の局所環を (OX;x;mx)と書く．
n 2 Z¸0に対し，イデアルの冪mn+1x はクラスター（すなわち，0次元部分スキーム）
x(n) µ X を定める．これは xの n次無限小近傍と呼ばれ，一点 xに被約でないス
キーム構造を与えたものだ．このクラスターはXのヒルベルト・スキームHilbXの
点と同一視される．そこで次の定義をする．




NashnX ! X; Z 7! Zred
が存在する．この写像はスキームの射で，さらに射影的かつ双有理的となる．そこ
で次の問題を考えるのは自然だろう．







2.1. 導入. 標数 p > 0の環R，イデアル I µ R，そして e 2 Z¸0を考える．q := pe
とおく．このとき e次フロベニウス冪I [q]は ff qjf 2 Igで生成されるRのイデアル
と定義する．標数 pの代数閉体上定義された代数多様体Xの点 xに対し，x[q] µ X
をイデアルm[q]x µ OX;xに対応する部分スキームとする．
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分環Rq := ff qjf 2 Rg µ Rは e次相対フロベニウス射 F e : X ! Xe := SpecRqを
定める．各点 x 2 Xに対し，F e(x)上のスキーム論的ファイバーは x[q]である．F e
はXe;sm上で平坦なので，対応する射Xe;sm ! HilbX があるが，これは埋め込みに




FBeX ! X; Z ! Zred
（これはスキームの射ではない）と F e : X ! Xeの合成と一致する．
2.2. フロベニウス射の平坦化.
定義 2.2. f : Y ! Xを整スキームの射とする．fの平坦化とは固有双有理射X 0 ! X
でファイバー積X 0 £X Y の既約成分でX 0を支配するものに被約スキーム構造を入
れたものはX 0上平坦であるもののこと．f の平坦化X 0 ! X が普遍平坦化である
とは，任意の f の平坦化X 00 ! XがX 00 ! X 0 ! Xと分解することをいう．
普遍平坦化は定義より存在すれば一意的だ．そして射影的射に対しては存在する．
実際，射影的射 f : Y ! Xに対し，相対ヒルベルト・スキームHilb(Y=X)の既約成
分として，普遍平坦化は実現できる．
ここでフロベニウス射の場合を考える．Xを再び正標数の（アフィン）代数多様
体とする．Kunzの定理 [Kunz, 1969]より，F e : X ! Xe (e > 0)は，ちょうどXe;sm
上で平坦である．
事実 2.3. FBeXは F e : X ! Xeの普遍平坦化である．




定義 2.4. FB0eXを e次絶対フロベニウス射F eab : X ! X の普遍平坦化と定義する．
または，同じ事だが，自然な射 SpecR1=q ! X = SpecRの普遍平坦化と定義して
も良い．また，Hilb(SpecR1=q)の部分スキームとして構成することも出来る．FBeX






(3) Xの全てのＦ爆発 FB0eX; e ¸ 0 を支配するXの爆発は存在するか．
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定義 3.1 ([Ito and Nakamura, 1999]). Gヒルベルト・スキームHilbGM を部分集合
f自由G軌道 g µ HilbM
の閉包と定義する．
任意の点Z 2 HilbGM は長さ jGjのクラスターでG作用で安定なものとなる．
X := M=Gを商多様体とする．各 e 2 Z¸0に対し，自然な写像
Ãe : Hilb
GM ! FBeX
が次のように構成できる．q := peとおく．IZ µ OM を Zの定義イデアルとしたと
き，Z [q] µM をフロベニウス冪 I [q]Z で定義されるクラスターとする．これは長さが
qdimM ¢ jGjで，再びG作用で安定である．そこで商スキームZ [q]=Gを取ることがで
き，これはXのクラスターとなる．簡単に Z [q]=G 2 FBeX が分かる．そこで写像
ÃeをÃe(Z) := Z [q]=Gで定義する．Ãeはスキームの射として，次のように分解する．
Ãe : Hilb
GM
F e¡! (HilbGM)e Áe¡! FBeX:
ここでF eはHilbGM の相対フロベニウス射，Áeは射影的双有理射．これに Áeに対
応して，Xの爆発間の射 Á0e : HilbGM ! FB0eX がある．
系 3.2. 商多様体Xに対し問題 2.5(3)の答えは肯定的．
定理 3.3. Gはアーベル群で q = pe > jGjと仮定する．このとき Áeと Á0eは同型射．
系 3.4. Gはアーベル群で dimM = dimX = 2とする．このとき，十分大きな eに
ついて，FB0eXはXの最小特異点解消．





系 3.5. Gはアーベル群，dimM = dimX = 3，Xはゴレンシュタインとする．こ
のとき，十分大きな eについて，FB0eXはXのクレパント特異点解消．
これは [Nakamura, 2001]の結果と定理 3.3から従う．
系 3.6. 一般に正規代数多様体の F爆発は正規とは限らない．
これには次の例がある：[Craw et al., 2006, Example 5.7] kを標数p > 0; p 6= 5の代
数閉体とする．G µ GL(6; k)を対角行列diag(!; !; !; !; !; !)，diag(1; !; 1; !3; !4; !3)，
diag(!3; !2; !4; !2; !; !)，diag(!; 1; !; 1; 1; 1)で生成される有限部分群とする．ここ






4.1. セッティング. M := Zdを階数 dの自由アーベル群，A µMを有限生成部分モ
ノイドでM を群として生成するものとする．このとき Aに付随するトーリック多
様体をX := Spec k[A]で定義する．代数幾何で通常考えるトーリック多様体と違い，
正規であることは仮定しない．これは代数的トーラス T := Spec k[M ]を稠密開部分
多様体として含んでいる．その非常に標準的な構成から，各F爆発FBeXとFB0eX
はXへの T 作用を受け継ぐ，従って，再びトーリック多様体となる．
N := M_をM の双対とする．このとき各w = (w1; : : : ; wd) 2 N に対し，１パラ
メタ部分群
¸w : Gm ! T; t 7! (tw1 ; : : : ; twd)
が対応する [Fulton, 1993, x2.3]．AR µ MRをAで張られる錐，A_R µ NRをその双
対錐とする．もしw 2 rel: int: A_R \Nなら，極限 limt!0 ¸w(t)はXの中に存在する．
また極限はw 2 rel: int: A_R \N の取り方に依存しない．
4.2. 極限クラスターとイニシャル・イデアル. 各 e に対し，e 次Ｆ爆発 FBeX(»=
FB0eX)は NR 内の扇 ¢e で j¢ej = A_R となるものを定める．（FBeX は正規とは
限らないので，¢eは FBeXを定めないことに注意．）
このとき w 2 rel: int: A_R \ N に対し，FBeX の中での極限 Zw := limt!0 ¸w(t)
は w 2 rel: int: ¾ を満たす錐 ¾ 2 ¢e と対応する．各点 ¸w(t) 2 T はクラスター
¸w(t)
[q] µ T に対応する．そしてZwはクラスターの族 ¸w(t)[q]; t 2 Gmの極限となっ
ている．
1 2 T を単位元，ae µ k[A]をクラスター 1[q] µ X の定義イデアルとする．全て
の１パラメタ部分群は 1を通るので，aeを ¸wに沿って変形していき，Zwの定義イ
デアルを求める．w 2 rel: int: ¾\Nは k[A]をZ¸0次数付き環にする．そこで各ロー
ラン多項式 f 2 k[A]を
f = fm + fm¡1 + ¢ ¢ ¢+ fn; fm 6= 0; fi：i次斉次式
と斉次式に分解したとき，最高次の斉次式 Inw f := fmを f のイニシャル形式とい
う．そして aeのイニシャル・イデアルを次で定義する．
Inw ae := hInw f jf 2 aei µ k[A]:




w 2 rel: int: ¾ \N を動かすと，イニシャル・イデアル Inw aeは有限個のイデアル
の中で変化する．これは rel: int: ¾の分割（扇）を定める．この扇をイデアル aeのグ
レブナー扇という．話をまとめると，次のようになる．
定理 4.2. FBeXの扇¢eはクラスター 1[q] µ X の定義イデアル ae µ k[A]のグレブ
ナー扇である．














(2) Xは正規と仮定する．そのとき列 FB01X; FB02X; : : : は安定化する．
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